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0. Einleitung
Die Untersuchung der nichtlinearen Eigenschaften von
Werkstoffen bei verschiedenen Belastungsbedingungen
ist eine deraktuellen Forschungsrichtungen in der Festkör-
permechanik. Dabei spielt eine besondere Rolle die For-
muliemng und Begründung entsprechender Theorien für
das Verformungs- und Bruchverhalten bei belastungsab-
hängigen Werkstoffeigenschaften. Beispiele für entspre-
chende Materialien sind insbesondere Geomaterialien.
aber auch Konstruktionswerkstoffe: hochfeste Stähle,
Grauguß, leichte Legierungen, Graphit, Betone, Polymere
und polymere Komposite, Keramikwerkstoffe u. a. Die be-
lastungsabhängigen Eigenschaften dieser Werkstoffe tre-
ten bei unterschiedlichen physikalischen Zuständen auf:
Elastizität, Plastizität, Kriechen, Bruch. Die Belastungsab-
hängigkeit kann dabei noch von Anisotropie überlegen
werden.
Die Formulierungsmöglichkeiten von konstitutiven Glei—
chungen für Werkstoffe mit belastungsabhängien Eigen-
schaften wurden von verschiedenen Autoren untersucht.
Der aktuelle Stand der Forschungsarbeiten auf diesem
Gebiet kann beispielsweise den Arbeiten [1] bis [4] ent-
nommen werden. Relativ selten findet man Arbeiten, die
der Berechnung von Konstruktionen aus solchen Werk-
stoffen gewidmet sind.
Verschiedene Konstruktionselemente moderner Maschi-
nen lassen sich als Schalen und Platten mit rechteckigem
Grundriß modellieren. Nachfolgend wird sich auf die Be-
trachtung des nichtlinearen Deformationsverhaltens sol-
cher Konstruktionselemente aus Werkstoffen mit bela-
stungsabhängigen Eigenschaften beschränkt. Die zu die-
ser Problematik erschienenen Publikationen ([5] bis [18])
lassen einige Fragen offen. Die entsprechenden Untersu-
chungen gehen nicht von einer räumlichen Formulierung
aus, sondern beruhen auf kinematischen Hypothesen, auf
deren Grundlage die dreidimensionale Aufgabe in eine
zweidimensionale überführt wird. Außerdem werden (bis
auf wenige Ausnahmen) physikalische Beziehungen ver-
wendet, die nicht auf den realen Verformungsdiagrammen
beruhen, sondern auf entsprechenden abschnittsweise-li-
nearen Approximationen bei Zug und Druck.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist es daher, die Formulierung,
die Lösungsmethodik und Ergebnisse dreidimensionaler
Randwertaufgaben für das nichtlineare elastische Verhal-
ten dickwandiger Schalen und Platten mit rechteckigem
Grundriß aus Werkstoffen mit belastungsabhängigen
Eigenschaften darzulegen.
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1. Physikalische Beziehungen
Auf Bild 1 ist das Verformungsdiagramm bei Zug (1) und
Druck (2) von Grauguß GSO [19]dargestellt. DasVerhalten
dieses Werkstoffs ist typisch für die hier betrachtete Werk-
stoffklasse. Es konnte festgestellt werden, daß dieser
Grauguß über gleiche elastische Charakteristika bei Zug
und Druck auf den Anfangsabschnitten der Deformations-
diagramme verfügt. Hinter der Proportionalitätsgrenze
werden die Unterschiede bei Zug und Druck in den Dia-
grammen wesentlich. Analoge Zusammenhänge gelten
auch für andere Werkstoffe [20] bis [22].
Die entsprechenden konstitutiven Gleichungen lassen
sich für diese Werkstoffe wie folgt formulieren. Die Kompo-
nenten des Verzerrungstensors e“ setzen sich aus einem
linearen (en) und einem nichtlinearen (an) Anteil zusam-
men
Eu = eii+€ii (1.1)
Die Komponenten en lassen sich über das verallgemei-
nerte Hookesche Gesetz bestimmen
en = aijkIUkl (1-2)
Die Komponenten des Tensors 27i sind mit den Kompo-
nenten des Spannungstensors o“ überfolgende tensoriell-
lineare Gleichung [1] verbunden
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Deformationsdiagramm für Gußeisen bei Zug und Druck
Dabei bedeuten
09 = 00+ o
002 = Aiikloiiokl
o = Büoii
Die Summation erfolgt entsprechend der Einsteinschen
Konvention über sich wiederholende lndizes; die Indizes
können die Werte 1, 2, 3 annehmen. AW, am, 8“ sind Ten—
soren, die die Werkstoffkennwerte enthalten, N ist eine
Konstante. Die Gln. (1.1) - (1.3) gelten für anisotrope
Werkstoffe.
Bei kleinem Belastungsniveau arbeitet der Werkstoff un-
terhalb der Proportionalitätsgrenze; folglich ist e‘i‘i << eij
und e" z eü. Damit muß der Elastizitätsmodul bei Zug
gleich dem bei Druck sein. Bei höherem Belastungsniveau
gilt 27, > en; folglich wird die Deformation nichtlinear und
belastungsabhängig.
2. Formulierung der Randwertaufgabe
Betrachtet werdendicke Schalen mit rechteckigem Grund-
riß. Die Beschreibung erfolgt mit Hilfe der orthogonalen
krummlinigen Koordinaten a, ß und 7. Die Rechteckseiten
sind a und b. Damit kann man annehmen [23], daß die in-
nere Geometrie der Koordinatenfläche mit der Geometrie
der Ebenen zusammenfällt und sich jeder beliebige Punkt
der Schale mit den kartesischen Koordinaten x, y und 2 be-
schreiben läßt. Für die Lameschen Parameter erhält man
damit
H, = 1+K12, H2 =1+K22, H3 =1 (2.1)
K1, K2 = konst— Hauptkrümmungen der Schale
Unter Einbeziehung dieser Annahmen kann man die
Grundgleichungen der Elastizitätstheorie in kartesischen
Koordinaten wie folgt formulieren
(HZOX)‚X + (HITxy).y + (H1H2sz)‚z
+ K1H21xz + H1H2Fx = 0
(Htoy).y + (Hztxy).x +(H1H21yz);
+ K2H1Tyz + H1H2Fy = 0
(HtHzoz),z + (H2sz).x + (HiTyz)‚y
— K1H20x — K2H10y + H|H2Fz z 0
Dabei sind Fx, Fy, Fz die entsprechenden Volumenkräfte
und ( )„ stellt die Ableitung nach der Koordinate i dar
(i = x, y, z).
b) geometrische Beziehungen
ex = u_‚./H1 + K1/H1w
8y 2 vly/Hz + Kg/ng
£2 = w_z (2.3)
— H,/H2 (u/H,)‚y + Hg/H1 (v/H2)‚X (2.3)
yxz = 1/H1w,x + H, (u/H,)_z
H2 (v/H2)‚z +1/H2 w,w
_
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u, v, w sind die Verschiebungen in den Richtungen x, y, 2.
Die Schalen sollen aus anisotropem Werkstoff mit bela-
stungsabhängigen Eigenschaften bestehen. Folglich kann
man die konstitutiven Gleichungen (1.1) — (1.3) verwen-
den. Dabei ist es günstiger, den Materialtensor 4. Stufe am
(i, j, k, l = 1, 2, 3) durch einen Tensor der Stufe 2 as,
(s, t = 1, ...‚6) zu ersetzen. Unter der Voraussetzung
der Symmetrie der entsprechenden Tensoren lassen sich
die konstitutiven Beziehungen (1 .1)- (1 .3) wie folgt schrei-
ben
ex = anoX + a120, + ago; + 5;
5y 2 a120x + agzoy + 32302 + E;
Ez = a1an + agao'y + 83301 + 8;
ny = afietxy + Y;y
sz : 355sz + Y;z
sz z aMTyz + Y;z
Die nichtlinearen Komponenten in GI. (2.4) werden aus
den folgenden Gleichungen bestimmt
E; z OeNIA11nOx+A11220y+A113302)/00+Bit]
OeN [Azznox + A22220y + A223302)/00 + B22]E;
8; = GeN [Aaanox + A33220y + AsasaOzI/Oo + 333]
Y;y = 40eN A121217xy/00
m = 409” A131atxz/Uo
W: = 40s" Azaza‘lyz/Oo
Dabei bedeuten
O = BHOX+ 8220y+ B330;
2 _ 2 2 2
00 - AmiUx + A22220y + A333301
+ 2A1|330x0z + 2A22330y0’z + 2A|1220x0y
+ 4A121217xy2 + 4A131atx22 + 4A232317y22
09 = o + oo (2.8)
Das Gleichungssystem (2.2), (2.3) und (2.4) läßt sich in fol-
gende Form überführen
02.2 = -(K2/H2 + K1/H1)Oz - (1/H1)txz.x — (1/H2)tyz.y
+ (K1/H1)ax + (Kg/H2)Uy — Fz
1,2,; = -(2K|/H1 + Kngzrcxz — (1/H1)o„_x
— (1/H2)1:„y‚y — Fx
ryzlz = —(K,/H1 + 2K2/H‚3)1:yz — (1 /H2)oy‚y
— (1/H,)1:„„ —— Fy
w,z = 52 (2.9)
z = sz - (1 /H|)W‚x + (K1/H1)u
V,z = sz —- (1/H2)w‚y +(K51'H2)V
mit
ex = (1/H1)u‘X + (K1/H1)w
Ey = (1 /H2)v‘y+ (K2/H2)W
sz = aSSsz + Y;z
sz 3 a44Tyz + W:
ny (Ht/H2)(U/H1),y + (HZ/H1)(V/H2),x
Txy = (ny — Y;y)/a66 (2-10)
A = 311322“ 3122
II
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0x = [(5x " 31302 — E”322 ‘ (Ey - 32302 ‘ 5;)3121/A
0y = “By — a2302 - Ewan — (Ex — 31302 ‘ 5;)3121/A
81 = a130x + 3.230), + 33302 + E;
3. Separation der Variablen in der Rand-
wertaufgabe
Folgende Variante der Randbedingungen iäßt eine Sepa-
ration der Variablen im Gleichungssystem (2.9), (2.10) zu
ox=w=v O für x=0,a (3.1)
oy=w=v=0 für y=0,b
Damit können die partiellen Differentialgleichungen der
dreidimensionalen Fiandwertaufgabe in eine Reihe von
eindimensionalen Aufgaben überführt werden. Die Rand-
bedingungen (3.1) entsprechen dem Fall der gelenkigen
Lagerung in der Theorie dünner Schalen.
Den Randbedingungen (3.1) kann man mit folgenden An—
satzfunktionen genügen
00 oo
X(X‚V‚Z) = “12—1 “2—31 an(z) sin Ämx sin Any
00 00
Y(X‚V‚Z) = MEG “E1 Ymniz) cos Ämx sin Äny
w (3.2l
tbixA/‚Zl = m2; n§0<l>mn(z) sin Ämx cosÄny
00 DO
\1/(x,y,2) = EO 26 ‘I’mn(z) cosÄmx (:05 My
m= n=
mit
A," = mrr/a, im = nJ't/b
X ={ 0„ 0,, 0y, w, ex, ey‚ El, F1, 5;, 5;, 8;}
Y ={ u‚1:„, Emmy/:2} (3.3)
q) = { V’ "yz: Fyr szr W2}
‘P ={txy. ny.Y;y}
Unter Verwendung der Bezeichnungen
Y1 = 0?". Y2 = 1T2, Y3 = 1'32. (3.4)
w = W". Y5 = u'“". y6 = v"‘"
erhält man für jedes lndexpaar m z 1, 2. 3, und
n = 1,2, 3. ...aus den Gleichungen (2.9), (2.10) ein Sy-
stem von 6 gewöhnlichen inhomogenen Difierentiaigiei-
chungen 1. Ordnung
5/1,: = _(K1/H1+ K2/H2)y1+ ÄmyZ/H1
+ Any3/Hz + (K1/H1)0Tn + (KZ/H20?" ‚_.
Fgm
3’21 -= —(2K1/H1 + K2/H2)y2 .. (km/(10
02m
+ (kn/HM; — F2?”
Ya,z = "(Ki/Hi + 2K2/H2)y3 +(Äm/H1)TT2
— (Kn/Had?" — Fr)?"
Y4; = E?"
3/5,: = Yr” “ (Km/HOW +(K1/H1)Y5
3/6.: = Vs"; — (Kn/Heb” + (Kz/H2)ye (3-5)
216
mit
5')?“ " (km/HOME + (Kt/H1)y4
er?" " (Än/szs + (K2/H2)Y4
YT? = (Än/H2)Y5+(Äm/H1)e
A = 811322 _ 3122 (3-5)
0T" = “ET" — 313Y1 - 8;”)322
“ (5?" " a23% — E;mn)312]/A
or)?" = “5'?” ‘ 3233/1 ‘ €;mn)at1
" (5?" — 3133/1“ €;mn)a12]/A
8T“ = awn?“ + 3230'?" + any, + 22m“
Y??? = assYz + Y3"
w: = 8443/3 + 7;?“
IT? = (YT? - YQT")/ass
Die Amplitudenwerte in den Gin. (3.6) werden als bekannt
vorausgesetzt; sie lassen sich wie folgt bestimmen
a b
2;“ z (4/ab) of of elm" sin Ämx sin Any dxdv
_ a b
Exm" = (4/ab) f f qm" sin Ämx sin Änvdxdv
0 0
a b
5;"1" : (4/ab) f f egm" sin Ämx sin Änydxdv
o 0
a b7:31:12 (Nah) of of ü?" cosÄmx cos7\ny dxdv
a b
723m: (Al/ab) of of 7;?” cos Ämx sin Änydxdy
a b
*mn _ ‘ *mn 'yyz — (4/ab) OJ of 7W 5'" 7‘mx 005’erY (My
(3.7)
Wenn man den Differentialgleichungen (3.5), (3.6), (3.10)
die entsprechenden Randbedingungen für z = h, und
2 = h2 (z e[h1‚h2])hinzufügt,istdieRandwertaufgabein
eindimensionalen Gin. für die betrachtete Schale formu-
Iiert.
Die Trennung der Variablen für die Werte m = O,
n >0 oder n = O, m > 0 führt auf ein System von2
gewöhnlichen inhomogenen Differentialgleichungen
1.0rdnung
reg: = ~(2K1/H1+ Kg/H2)t32+ (“matey—F2" (3.8)
um : YE; + (K1/H1)u""
mit
Y3; = 355132 "l" "i’an
t3? = (Y3? -v§3"‘)»‘aee (3-9)
Y2? = (Kn/Haw“
sowie
reg, = —(K,/H1 + 2K2/H2)t';‘2 + (km/H012“; — FTO
V'“°.z = 1'3‘3+(K2/H2)v"‘° (3.10)
mit
Wg = aMTTg+Y‘yT°
IT? = (vTS-v:‘i‘°)/aee (3.11)
vT‘y’ = (km/HOW
4. Numerische Lösung
Die formulierte Randwertaufgabe ist physikalisch nichtli-
near. Zur Linearisierung der Aufgabe wird die Methode der
Parameterfortsetzung eingesetzt, wobei für den Parame-
ter t e [to, t] gilt. Als Parameter kann die Belastung (Volu—
men- oder Flächenlast) verwendet werden. Die Konkreti-
sierung des Parameters sollte aufgabenbezogen sein.
Für den Fall, daß die Belastung von den kartesischen
Koordinaten und t abhängt, kann man mitdem vorgeschla-
genen Verfahren die Spannungen, Verformungen und
Verschiebungen in der Konstruktion bei vorgegebener Be-
lastung fürden Maximalwert des Parameters t = t‘ ermit—
teln. Als Anfangswert t = t0 wird die Schale mit Belastun-
gen genommen, welche ein Verformungsverhalien des
Werkstoffs im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie vor-
aussetzt.
Zunächst wird die Randwertaufgabe zum linearen Verfor-
mungsverhaiten der Schale bei t : to betrachtet. Diese
wird auf der Grundlage der Beziehungen (3.5), (3.6), (3.8)
bis (3.11) formuliert, wobei die nichtlinearen Anteile Null
gesetzt werden. Die Amplitudenwerte der äußeren Bela-
stungen werden in Analogie zu (3.7) ermittelt. Die lineare
Randwertaufgabe wird mit dem numerisch stabilen Ver-
fahren der diskreten Orthogonalisierung nach S. K. Godu-
nov gelöst, wobei die Koeffizienten der trigonometrischen
Doppelreihen (3.2) zu bestimmen sind. Anschließnd wird
entsprechend (3.2) summiert, wodurch man die gesuchten
Funktionen fürdie Schale zum Zeitpunkt t = to erhält.
Die ermittelten Spannungen werden zur Berechnung der
nichtlinearen Komponenten der Verformungen für den
nächsten Wert des Parameters t > to sowie für die Dop-
pelintegrale (3.7) nach der Integrationsformel von Gauss
verwendet. Nachfolgend wird die Randwertaufgabe mit
dem Verfahren von S. K. Godunov gelöst. Die Spannun-
gen, Verformungen und Verschiebungen der Schale erge-
ben sich dann durch Summation nach (3.2). Die gefunde-
nen Werte werden für die iterative Verbesserung der Lö-
sung für den Parametert verwendet. Als Abbruchkriterium
wird ein Spannungskriterium für die Spannungen in zwei
aufeinanderfolgenden Schritten gewählt, dessen Maximal-
wert darf eine vorgegebene Genauigkeit nicht überschrei-
ten. Anschließend wird der Wert des Parameters t weiter
erhöht. Dieser Prozeß wiederholt sich bis zum Erreichen
des Endwertes t = t'.
Das Schema der Diskretisierung nach den räumlichen
Koordinaten und dem Parameter t, die Anzahl der Glieder
in den Reihenentwicklungen (3.2), die Anzahl der Iteratio-
nen pro t-Wert werden durch numerische Experimente er—
mittelt. Der dargelegte Algorithmus wurde auf einem
ESER-Rechner realisiert.
5. Berechnungsbeispiele
Als erstes Beispiel wird eine lineare Aufgabe über eine
Rechteckplatte der Dicke h aus isotropem Material mit dem
Elastizitätsmodul E und der Querkontraktionszahi
v = 0,3 betrachtet. In der Ebene z = h/2 wirken nur
normalgerichtete Belastungen
02’2(x, y) = w16q/(mnn2)sin(mrrx/a)sin(nrry/b),
die Ebene z = ’—h/2 sei belastungsfrei. In Tabelle 1 sind
die Werte für die Durchbiegungen w und die Spannungen
ox, oy in der Plattenmitte bei z = —h/2, h/2 für m = 1,
für drei verschiedene n-Werte (n = 1, 3, 5) und 2 verschie-
dene Dicken sowie Plattenabmessungen a und b ange-
führt. Die Ergebnisse der Rechnung fielen vollständig mit
den in [23] angeführten zusammen. Diese wurden mit
einem analogen Verfahren für lineare Aufgaben erhalten.
In den Rechnungen wurden 10 Stützpunkte über die Plat-
tendicke verwendet.
Als zweites Beispiel soll das nichtlineare elastische Verforn
mungsverhalten einerquadratischen Platte mit den Maßen
a = b = 0,1 m, der Dicke h = 0,01 m analysiert werden.
Die Platte steht in der Ebene z = h/2 unter der Einwirkung
einer normalgerichteten Belastung
02’2(x‚ y) = —qsin(;rrx/a)sin(:ry/b)
und in der Ebene z = —h/2 ist sie unbelastet. Das Plat—
tenmaterial sei Grauguß CLi 15-32. Dieser Werkstoff ist im
elastischen Zustand isotrop [21]. Der Elastizitätsmodul be-
trägt E : 107 GPa, die Querkontraktionszahi v = 0,22,
die Konstanten in den Gln. (4.4) nehmen die Werte
N = 4,4 und r = 1/(n+1) an. Damit folgt
A1111 = A2222 z A3333 = 7.96‘10—(6NHVMPa—2N'
A1122 = A2233 = A1133 = “4,34'10-(6NMN
A1212 = A1313 = A2323 = 6.15'10—(6NH)'MP3_2Nr
8,, = 822 2 1333 = 7,49-10“‘N+3"MPa‘N'
Bei der numerischen Lösung wurden die unendlichen
Summen (3.2)durch endliche ersetzt,wobei m = 1, . ..,m*,
n = 1, n" gilt. Über die Plattendicke wurden 10 Ortho-
gonaiisierungspunkte angenommen. Beim Berechnen der
integrale (3.7) wurden die Intervalle [0, a] und [0, b] in m*
bzw. n‘ Abschnitte unterteilt. In jedem Abschnitt wurde mit
drei oder vier Gausspunkten gearbeitet. “
Die TabeIIen 2 und 3 zeigen den Einfluß der Auswahl der
Größen m’, n‘ in den Reihen (3.2) auf die Berechnungser-
gebnisse für eine Platte bei einer Belastung von q = 8 MPa.
Die I bezieht sich auf m* = n“ = 1, die II auf m’ = n‘ = 3,
die lil auf m* = n‘ = 5, t; = 2z/h. Die Linearisierung der
Aufgabe erfolgte nur unter Verwendung der iterativen Lö-
sungsverbesserung ohne Parameterveränderung. Als An-
fangsnäherung diente die lineare Lösung für q = 8 MPa.
Danach wird so lange iteriert, bis die größte relative Abwei-
chung in den Spannungen bei zwei aufeinanderfolgenden
Näherungen nicht kleiner als eine vorgegebene Fehler—
schranke e wird. Durch numerische Experimente wurde
gezeigt, daß für s : 0,01 im Fall I 16 lterationen notwendig
waren, im Fall il — 11 und im Fall III — 16. Aus den Tabellen
2 und 3 folgt die Begründung für die Auswahl der Werte
m‘ = n‘ = 3 in den Berechnungen. Alle nachfolgenden Er—
gebnisse wurden für diese Werte ermittelt. 91"
Tabelle 1
Ergebnisse der Lösung der linearen Aufgabe für Platten bei 2 Varianten der Abmessungen
 
z wE/(qa) ox/q oy/q
b/a=1 b/a=2 b/a=1 b/a=2 b/a=1 b/b/a=2
h/a=0‚1 n = 1
—h/2 —47‚21 —119‚2 32,33 68,08 32,33 34,83
h/2 —47,28 —119,2 —32,49 —68.1 9 —32‚49 —35,23
h/a=0.06 n = 1
—h/2 —213,3 —543,3 89,18 188,6 89,18 96,5
h/2 —213.4 —543‚3 —89‚43 —188,7 —89,43 —96.9
h/a=0‚1 n = 3
-h/2 —0‚71 88 —6,097 1,249 5,262 3,140 8,011
h/2 —0,7433 —6,121 —1 ,411 —5,382 —3,196 —8,072
h/a=0‚06 n = 3
—h/2 —3,00 -27,16 3,414 14,53 8,581 22,11
h/2 —3‚01 5 —27.18 —3,566 —14,64 —8,61 2 —22‚1 7
h/a=0,1 n = 5
— h/2 —0‚07742 —0‚7865 0,2607 1,101 0,776 2,508
h/2 -—0,09205 —0,801 2 —0,375 -1,192 —0,841 5 -2,538
h/a=0,06 n = 5
—h/2 —0,2925 -3,364 07064 3,019 2,103 6,879
h/2 -O,3014 -—3.373 —0,8079 —3,106 -2,130 —6,899
Bild 2 zeigt die Konvergenz des lterationsprozesses für die
Spannungen o)( in zwei Punkten der Platte (x = 0,5 a,
y = 0,5 b, 2 = i0,5 h) bei q = 8 MPa. Im Punkt z = 0,5 h
wird der Maximalwert der Druckspannungen ox erreicht, im
Punkt z = — 0,5 h — das Maximum der Zugspannungen 0x.
Es wurden 3 Varianten der iterativen Lösung analysiert.
Variante l verwendet als Anfangsnäherung die Lösung der
linearen Aufgabe bei q = 8 MPa, Variante II — die Lösung
der nichtlinearen Aufgabe für q = 7,5 MPa und Variante llI
— die Lösung der nichtlinearen Aufgabe bei q = 7,8 MPa.
Bei einer Genauigkeit von s = 0,01 wurde die Konvergenz
im Fall I bei 11 Iterationen erreicht, im Fall ll und lll — bei
9 Iterationen. Es sei angemerkt, daß für die Ermittlung der
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Anfangsnäherungen in den Fällen lI und lll 11 Iterationen
notwendig waren. Dabei war im Fall ll die 0. Iteration die Ii-
neare Lösung für 7,5 MPa, im Fall lll die lineare Lösung bei
q = 7,8 MPa. Folglich kann man feststellen, daß erstens
unabhängig von der Linearisierungsmethode die‘gleichen
Ergebnisse für q = 8 MPa erreicht wurden und zweitens
die Kombination mit dem Parameterfortsetzungsverfahren
für t = q bis zum Wert q = 8 MPa mititerativen Verbesse—
rungen der Lösungen bei jedem t-Wert (Variante ll und Ill)
zu einer wesentlichen Aufwandserhöhung im Vergleich zur
Variante I führt. Ungeachtetdessen kann der lterationspro-
zeß im Rahmen der Variante l bei großen q-Werten diver-
gleren.
Tabelle 2
Verteilung der Spannung oxund Versohiebung w im Punkt y = 0.5b,
 
z = —h/2 entlang der Koordinaten x bei einer Belastung
q = 8 MPa
x/a 0,, MPa w-105. m
0,1 34,1 43.3 43.3 —8,34 —-7,90 —7.90
0,2 64,9 76,4 75,7 —15,9 —15‚1 -15,1
0,3 89,3 95,0 93.7 -—21,8 —20,9 —20.9
0,4 105 102 104 —25‚7 —24,7 —24,7
0,5 110 103 107 —27‚0 —26‚0 —0.26
Tabelle 3
Spannungsverteilung über die Dicke ox und 0.? im Punkt
x=0,5a, y=0‚5b lür q=8MPa
i; ox, MPa 09-10", MPa’
l Il III I ll lll
-1 110 103 107 0,463 0,433 0,449
—0,5 78,9 78,5 77,5 0,333 0,331 0,327
0 9,05 10,9 10,7 0,0469 0,0533 0,0528
0,5 —79,6 —77,8 -77,8 0,0682 0,0670 0,0668
1 —171 ~168 -168 0,172 0,169 0,168
‘O’x‘ MPa
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Bild2
Abhängigkeit der Spannung in der Plattenmitte von der Anzahl der
Iterationen bei q = 8 MPa
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Bild 3
Abhängigkeit der Spannung in der Plattenmitte vom Amplituden-
wert der Belastung
5,40", 52-10“
  
Bild 4
Verteilung der Deformationen über die Dicke in der Plattenmitte
bei q = 6 MPa
Auf den Bildern 3 bis 8 sind mit Vollinien die Ergebnisse“
verschiedener Berechnungen für Platten aus Material,
welches von der Belastungsrichtung abhängt, dargestellt.
Zum Vergleich wurden Ergebnisse analoger Rechnungen,
die auf der Grundlage anderer Modelle durchgeführt wur-
den, angegeben. Die Strich-Punkt-Linie gibt die lineare
Rechnung an, die Punkt—Linie entspricht einer nichtlinea-
ren elastischen Rechnung unter der Voraussetzung des
identischen Zug-Druck-Verhaltens
N = 4,4, r=1/(N+1)
A1111 = A2222 = A3333 = 1,28 - 10“‘3+2N”MPa’2N'
A1122 = A2233 = A„33 = 5,00 - 10"“2‘“)
Am2 = Am3 = A2323 z 6,15 - 10"<‘+2”'>MPa-2N'
B11 = B22 = 333 = 0
LZI‘)
   
Bild 5
Änderungen der Delormationen über die Dicke in der Plattenmitte
bei q = 8,92 MPa
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Bild 6
Spannungsverteilung über die Dicke in der Plattenmitte bei
q = 6 MPa
220
0;, MPO. 021M530.
180
   
Bild 7
Änderungen der Spannungen über die Dicke in der Plattenmitte
bei q = 8.92 MPa
w- 10“) m
     
Bild 8
Verteilung der Normalverschiebungen bei z = 0. y = b/2 entlang
derx-Koordinaten bei q = 6 MPa (1) und q = 8,92 MPa (2)
Aus Bild 3 folgt, daß der Einfluß der Belastungsrichtung in
den wesentlichen Unterschieden der Absolutwerte der
Spannungen für den Zug(1)- und Druck(2)-Bereich
(z = 10,5 h) zum Ausdruck kommt. Komplizierte Effekte
treten auch für die übrigen Parameter des Spannungs-De-
formationszustandes der Platte auf. U. a. wirkt sich die Ab-
hängigkeit von der Belastungsrichtung stärker aufdie Deh-
nungen ez als auf die Dehnungen ex aus. Auf Bild 9 sind in
den 4 Quadranten unterschiedliche Berechnungsergeb-
nisse für die äquivalenten Spannungen oe angegeben. Die
Quadranten l, ll entsprechen einer Rechnung unter vor-
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Bild9
lsolinien ae r 10“' = konst bei q = 6 MPa ([09] = MPa')
ausgesetzter Belastungsrichtungsunabhängigkeit, III, IV
bei Belastungsrichtungsabhängigkeit (I, IV — z = —0,5 h,
II, III — z = 0.5 h). Charakteristisch Ist, daß die Ergebnisse
für die Fälle I, II praktisch zusammenfallen, während die
Fälle III, IV wesentliche Unterschiede aufweisen. In den
Fällen I, II, IV wird das Maximum in der Plattenmitte er-
reicht, im Fall III im Eckpunkt.
Die Beispiele zeigen die Notwendigkeit der Berücksichti-
gung der Beiastungsrichtungsabhängigkeit bei Berech-
nungen von Konstruktionselementen aus Werkstoffen mit
beistungsrichtungsabhängigem Verhalten in räumlicher
Formulierung.
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